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Zur Diffusionstheorie der Spinteilchen:
Numerische Berechnung der Relaxationskonstanten fiir schnelle Elektronen*
Von H.-D. Kuparr

Institut fiir theoretische Physik der Universitdat Mainz
(Z. Naturforschg. 19 a, 301—314 [1964] ; eingegangen am 9. Dezember 1963)

Die Relaxations-Weglidngen [, l;; usw. der Warpmaxnschen Diffusionstheorie fiir Spin-1/2-Teil-
chen werden numerisch bestimmt fiir Elektronen der Geschwindigkeiten v/c=0,4; 0,5; 0,6; 0,7;
0,8; 0,9, die an neutralen Atomen der Ordnungszahlen Z=13; 48; 80 elastisch gestreut werden.
Als Streupotential wird das exponentiell abgeschirmte Couroms-Potential V= (—Z e2/r) exp (—A4r)
vorausgesetzt; fiir den Abschirmparameter wird vorgegeben 4/1,=1,00; 1,16; 1,59; 1,80; 1/1, ist
die Tuomas—Fermi-Liange der streuenden Atomart. — Der Auswertung zugrunde gelegt wird die
2. Bornsche Niherung des Morr-Streuoperators fiir das angeschriebene Atompotential. Wo diese
ungenau ist, werden die von Suerman vertafelten Morr-Funktionen der Streuung am reinen Couroms-
Feld herangezogen. Die Born-Ndherung fiir Streuung am abgeschirmten Feld wird dann nur im

Kleinwinkelbereich benutzt.

Auch fiir Streuung am Tuomas—Fermi-Potential und am Hartree-Potential (Z=80) werden die

Relaxations-Wegldangen ermittelt.

Das Verhalten eines Strahls von Spinteilchen bei
der Ausbreitung in Materie beansprucht sowohl ex-
perimentell als auch theoretisch Aufmerksamkeit.
Experimentell stellt sich die Aufgabe, die Anderung
der Polarisation der Teilchen bei Transmission eines
Spinstrahls durch ein Material zu untersuchen. Theo-
retisch interessant sind die formale Erweiterung der
kinetischen Gastheorie skalarer Teilchen durch Ein-
beziehung des Spins als Teilchen-Struktureigenschaft
sowie der Einfluf}l der Art des Einzelstreuprozesses
auf das Transport- und Relaxationsverhalten eines
Spingases.

Ausgehend von der Borrzmanx-Gleichung fiir
Spinteilchen! haben vor einiger Zeit einerseits
MitniscuLeceL und Korpe 2 und andererseits WaLp-
MANN 3 die Ausbreitung eines Spinstrahles studiert.
MiniscuLeEGeL und Koppe behandelten die Vielfach-
streuung polarisierter Elektronen in einer diinnen
Folie und beschriankten sich auf die Kleinwinkel-
niherung: Ein auffallender Parallelstrahl verlafit
die Folie nur schwach divergent. Den entgegenge-
setzten Grenzfall, die Ausbreitung eines — dort fast
isotropen — Spinstrahls in einer dicken Folie, hat
Warpmany untersucht und fiir Spin-1/2-Teilchen
eine Diffusionstheorie gegeben. WaLpmaxns Theorie
setzt voraus, daf} Spin-1/2-Teilchen an unregelmifig
verteilten, ruhenden, isotropen Zentren elastisch ge-
streut werden. Unter Entwicklung des exakten kine-
tischen Verteilungsoperators um das thermische

* Gekiirzter Teil einer Dissertation, Mainz 1963.
! L. WaLpmany, Z. Naturforschg. 12a, 660 [1957] ; 13 a, 609
[1958]. — R.F. Sxiper, J. Chem. Phys. 32, 1051 [1960].

Gleichgewicht nach irreduziblen Tensoren wird die
Bovrrzmann-Gleichung in erster nichttrivialer Nahe-
rung in ein System linearer Differentialgleichungen
fiir die das Spingas beschreibenden Dichten und
Strome iibergefiihrt. Die in diesen Diffusions-Rela-
xationsgleichungen auftretenden Kopplungskonstan-
ten, Relaxationskonstanten genannt, sind durch
Parameter des TeilchenstoBes bestimmt. Ziel der fol-
genden Berechnungen ist, diese Relaxationskonstan-
ten speziell fiir schnelle Elektronen numerisch an-
zugeben.

§ 1. Die Relaxationskonstanten

In der von Warpmany3 gegebenen Diffusions-
theorie fiir polarisierte Spin-1/2-Teilchen wird das
Relaxationsverhalten eines Spingases beherrscht von
der Mannigfaltigkeit von Relaxationskonstanten

(1.4=1,2,35.4).

Die Relaxationskonstanten werden von der Wechsel-
wirkung der Spinteilchen bestimmt. Sie sind Funk-
tionen des Streuoperators a(e€’, e, 8), der das Ver-
halten eines gestreuten Teilchens asymptotisch be-

schreibt:

Wy, Wij

3 ’ ’ eikr
y=exp{ikre-e}y +a(ee,s)y i (1.1)

y ist die Gesamtwelle eines im Ursprung elastisch

gestreuten Teilchens am Orte r, x die (2 s+ 1)-kom-

ponentige Spinfunktion, e, €’ sind die Flugrichtun-
MiuniscaieceL u. H. Koepe, Z. Phys. 150, 474 [1958].

2 B.1
3 L. Warpmany, a) Nuovo Cim. Ser. X, 14, 898 [1959] ; b)
Z. Naturforschg. 15a, 19 [1960].
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gen vor und nach dem Stof}, 8 ist der Spinoperator
und % die Wellenzahl des Teilchens.

Bei spiegel- und zeitumkehrinvarianter Wechsel-
wirkung bestehen fir die Relaxationskonstanten die
Relationen

w;=0 fir i=1,2; j=3,4 und umgekehrt,
Wyp= —Wsy, Wgq==0UWy43;

die Matrix (w;;) lautet dann

@y Wy 0
ot H T
W44

W34

H.-D. KUPATT

Fiir Spin-1/2-Teilchen ist der Streuoperator a(€’, e, §)
linear im Spinoperator und hat bei spiegelinvarian-
ter Wechselwirkung und Kugelsymmetrie der Streu-
zentren wegen der Drehinvarianz die allgemeine
Form

a(e’,e,8) =ay(O) +2ia,(O)n-s,
e’ Xe
n= sin @ ° a1(0=0) =0;
dabei ist @ =<C(e,e’) der Streuwinkel. Spiegel-
und Drehinvarianz dieses Streuoperators garantie-
ren bereits die Relationen, die zu Gl. (1.2) fiihren.

(1.3)

Fir die durch Gl. (1.3) beschriebene Wechselwirkung sind die Relaxationskonstanten durch die Inte-

graldarstellungen gegeben:

v . 0 0, .
wy =w'4a [ agsin y —aycos , *sinOdO,
5 2

. 4
wp=w"V2n [ i(aga,* —ay* a;) sin? O dO ,
0

wgg=w27 [ (a2 + |agsin © —ay cos O 2) sin O d6,
0

x . 5@ .
wyy=w-4a [ (lagP+]ae;?) sin®, sin O dO,
0
1
Wae= o (Wo+wyy),

(1.4)

0)3420)'1/237 (|ag |2~ | agsin ©® —ay cos O [?) sin O dO,
0

1
Wyg= o W333

dabei bedeutet
o =ngv[k?,

kE=p/k.

v ist die Geschwindigkeit eines Teilchens vom Im-
puls p, h die Prancksche Konstante, ns bezeichnet
die Konzentration der unregelmaflig verteilten Streu-
zentren.

Die Reziproken der Relaxationskonstanten-Matrizen

g, (wy;) definieren Wegléngen [y, 1;;:
ly=v/wy, (I;) =v(wy)™t. (1.5)
Ist (w;;) von der in Gl. (1.2) angeschriebenen Ge-
stalt, so sind die Relaxations-Wegliangen [;; gegeben
durch
(lu 112) - v (waz ”0)12)
lyy Iy W11 Weg+Wye Wy \ D12 wy1)° (1.6)
(l:;s 134)2 =, ,,,,_( Wyy "wu) .
Ly Lag W33 Wyy—Wag Wyq \ — W34 Wg3) ’
nicht aufgefiihrte /;; sind Null.
Fir schnelle Elektronen, die an ruhenden, neutra-
len Atomen durch das exponentiell abgeschirmte
Couroms-Potential

e2

V()= — 2% exp(—4r) (1.7)

gestreut werden, sollen im folgenden die Ausdriicke
Gln. (1.4) numerisch ausgewertet und die Relaxa-
tions-Wegléangen [, [;; numerisch angegeben wer-
den. Den Auswertungen zugrunde gelegt wird die
2. Bornsche Naherung des in Gl. (1.3) angeschrie-
benen Mottschen Streuoperators. Wo diese ungenau
ist, werden die von SuErmaNn? vertafelten Morr-
Funktionen der Elektronenstreuung am reinen
Couroms-Feld herangezogen. Die Born-Niherung
fur Streuung am abgeschirmten Feld wird dann nur
im Kleinwinkelbereich (< 15°) benutzt.

Auch fiir Streuung am TroMas—Fermi-Potential
und am HarTrEE-Potential (Z=80) werden die Re-
laxations-Wegldangen schneller Elektronen berechnet.

§ 2. Der Dirac-Streuoperator 2. Born-Niherung

Die Durchfiihrung der gestellten Aufgabe erfor-
dert zundchst, den in Gl. (1.1) erklarten Streuope-
rator speziell fiir die Streuung von relativistischen
Elektronen am exponentiell abgeschirmten Couroms-

4 N. Suerman, Phys. Rev. 103, 1601 [1956].
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Potential, Gl. (1.7), anzugeben. Wertvolle Vorarbeit
hierfiir hat Davrrtz ® geleistet, der das S-Matrix-Ele-
ment, die Ubergangsamplitude zwischen zwei ebene-
Wellen-Zustanden, fiir die Streuung von Dirac-Elek-
tronen an diesem Potential bis zur 2. Bornschen
Néherung im Feynman-Formalismus berechnete. Um
die Ergebnisse von DALtz uns nutzbar zu machen,
haben wir die S-Matrix in Relation zu setzen zum
Streuoperator der in Gl. (1.1) zugrunde gelegten
Ortsdarstellung. Das kann auf verschiedene Weise
erreicht werden. Wir wollen hier der Ubersichtlich-
keit halber so vorgehen, das Streuproblem a priori
in Ortsdarstellung zu formulieren. Prinzipiell auf-
gezeigt, aber nur auf die 1. Bornx-Naherung ange-
wandt hat Sauter ¢ das allgemeine Verfahren. Spe-
ziell bei Vorgabe des exponentiell abgeschirmten
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CouLoms-Potentials, Gl. (1.7), werden wir in 2.
Borxscher Niherung auf Integrale stollen, die Da-
LTz bereits ausgewertet hat.

Die Streuung eines Elektrons der Energie E(>0)
und Masse m am Potential V' (r) wird von der

Dirac-Gleichung beschrieben:
BE+yY- -ty —m) V=8V Y. (2.1)

B, y1 sind — iiblich bezeichnet — Dirac-Matrizen?,
¥ ist der vierkomponentige Dirac-Spinor; benutzt
wurden rationale Einheiten: A=c=1. — Gesucht
wird diejenige asymptotische Losung der Gl. (2.1),
die als Streuwelle eine auslaufende Kugelwelle ent-
halt:

W (r) —u(k) explik-ry +Tu(k) . (2.2)

Dem formulierten Streuproblem asymptotisch dquivalent ist das Integralgleichungsproblem

Y(r)=uk)exp{ikr}+ [ dC, (", r)[BE+Y ips+m] BV () (1),

(2.3)

wenn nur G, (1',7) die auslaufende Kugelwellen erzeugende Greensche Funktion des Differentialopera-

tors (4+Ek?) = (4 + E2—m?) ist:

eiq-(r'—r)

6o (wu) = lim 7 [ a0 g ge

>0, reell. (2.4)

Durch sukzessives Einsetzen des Ausdrud(s Gl. (2.3) fiir ¥ in sich selbst wird ¥ in die Bornsche Reihe

tibergefiihrt. Deren Abbruch in 2. Niherung ergibt

T(2)=—2mA+(k’)2:rz2[,3v(k’—k)+1im0quﬂv(k’—q 2ml+@) _p,(q—k)|;

dabei ist

A, (K)=BE-y K +m)2m

2m A, (q)

(k+ie)2—g? (2.5)

(2.6)

der Projektionsoperator auf die Zustinde positiver Energie des freien Teilchens vom Impuls K’, und es

bezeichnet

v(a) =-(§1:z—)5fV(r) exp{—ia-r}dr

(2.7)

die Fourier-Transformierte des Wechselwirkungspotentials.

Anmerkung: Der Kunstgriff in der Herleitung von Gl. (2.5) besteht in der Beibehaltung der Integral-
darstellung Gl. (2.4) fiir die Greensche Funktion — sofern diese nicht den Beobachtungspunkt r enthilt und
asymptotisch zu nihern ist —, in der Darstellung des Wechselwirkungspotentials durch ein Fourier-Integral
und in der Ausnutzung der bekannten Integraldarstellung der Diracschen §-Funktion.

Speziell fiir das in Gl. (1.7) angeschriebene, exponentiell abgeschirmte Couroms-Potential ist

2Ze?

T®=mA, (K)|p ( 24 (K= k)

—(Ze?)2E

17‘;']) (z 2)2mI_ J]’ (2.8)

. S 1
Fhes e —sh—?t)f A9 ey W =) 1 [(hti =1 [+ @—R)7]°
K4k q ,
2 J"sh_’fbf 49 [ W =g [k +i e -l [+ (k—q)7]

5 R. H. Davrrz, Proc. Roy. Soc., Lond. A 206, 509 [1951].
8 F. Savter, Z. Phys. 86, 818 [1933].

7 Siehe z. B. S. S. Scaweser, An Introduction to Relativistic
Quantum Field Theory, Row u. Peterson Verlag, Evanston
(I11.) 1961, Kap. 4.
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Die von Darirz?® in der Niherung 42 < k? erhaltenen Losungen dieser Integrale lauten

k Asin O/2

__n2
]==kgnemv%u4k%?+w2&ﬁ@p){a“”g VA +4 B2 (2 + k2 sin? O/2)

2 k222

2k
I+ arc tg Pl

L0 VAR (LR sin 6)2) +2 k2 sin @/2,} 2.9)
B VA +4 k2 (A2 + k2 sin® O/2) —2 k2 sin O)2 |’ .
1 ksin O)2 . 72 1 22

sin /2 arclg— 7 '7] Tl k3 cost B2 2 In PCEN L (2.10)

.
T 2k2cos? O)2 2 k3 cos? O/2

Wie aus dem Dirac-Streuoperator T der eigentlich gesuchte, in Gl. (1.1) eingefithrte Streuoperator
a(e’.e,8) zu gewinnen ist, soll anschlielend gesagt werden.

§ 3. Die Mottschen Streufunktionen

Die Streuung von Dirac-Teilchen kann asympto-
tisch mittels zweikomponentiger Spinoren vollstan-
dig beschrieben werden. Das hat Morr® erkannt,
der in seinen frithen Arbeiten iiber die Streuung
relativistischer Elektronen am Couroms-Potential da-
von Gebrauch machte. Die asymptotische Wellen-
funktion des Streuproblems kann namlich, wie die
Bornsche Reihe lehrt, aus freien-Teilchen-Spinoren
aufgebaut werden, und fiir freie Teilchen sind ja die
oberen zu den unteren Komponenten eines Dirac-
Spinors proportional:

BE—Y k—m)u(k)=0, (3.1)
u(k) = (Zj) .
e (3.2)

o a2

Uy m+E \up)’

uy, u, sind die willkiirlichen ,,grofen®, ug, u, die
dann bestimmten ,kleinen“ Komponenten des Di-
rac-Spinors u (K) von positiver Energie,6F bezeich-
net den Vektor der Pauri-Matrizen, die den Rang 2
haben. — Gesucht ist der Streuoperator der Morr-
Darstellung.

Einen eleganten Weg fiir die Transformation eines
Dirac-Streuoperators T in die Morr-Darstellung
haben MunLscuLEGEL und Korre 2 gegeben. Gefragt

ist ein Operator A, der die Beziehung erfiillt:
a4 ). (3.3)

(1+p)/2 ist der Projektionsoperator auf die gro-
en Komponenten von u (k) :

8 N. F. Morr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 124, 425 [1929];
A 135,429 [1932].

M (k) - ('5):(6) (3.4)

0

A ist eine Matrix vom Rang 4. Sie kann geschrieben
werden:

2m 1+p , 14
— E+7;1>”2777 /1+ (k ) TA+ (k) ) 2 e

= = (3.5)
Die Transposition des auf grofle Komponenten pro-
jizierten Dirac-Spinors der Streuwelle, Gl. (3.3), in
die isomorphe zweikomponentige Morr-Darstellung
besteht darin, daB 7 an Stelle von % (1+/5)u ge-
schrieben und in A nach Ausfithrung aller Multi-
plikationen 8 durch 1 und o durch den Vektor ¥ der
Pavri-Matrizen ersetzt wird. Der so erhaltene Streu-
operator Ay der Mort-Darstellung ist die linke obere
Unterdeterminante vom Rang 2 der in Gl. (3.3)
eingefiihrten Matrix 4 und als solche eindeutig be-
stimmt.

Fir den Dirac-Streuoperator

T=A,(K)[BC+1D], (C,D=Skalare), (3.6)
ist der Mort-Streuoperator von der Form

’ a(e, e, ob) . (e'xe\
AM(e ’ e7oP) ="k =f+lg(sin @) o’

f(C,D, ®) und g(C, D, ©) sind die Morrschen Streu-

funktionen.

Die Elektronenstreuung am exponentiell abge-
schirmten Couroms-Potential, Gl. (1.7), wird in
2. Bornscher Néaherung vom Dirac-Streuoperator
T2 beschrieben, der in Gl. (2.8) gegeben ist. Dieser
Operator ist von der Gestalt Gl. (3.6). Die zugehori-
gen Motrschen Streufunktionen lauten explizit
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1 5 2 1 1
=y Erm () g mome — N [(Evm) 1+ (B-m) ]
1 2 2 5 1 1
+ ) (E—m) ((Ze-)flms—m@é;, —(Ze)? [(E—m) I+ (E+m) JE—J)cos@, (3.8)
5 1 - 2 1 1 N .
g(z) = 3 (E—m) ((Ze')miksi;@/’é)'z' —(Ze*)? [(E—m) Py I+ (E+m) o J )sm 6.

I und J sind durch Gln. (2.9), (2.10) erklart. —
Die Morrschen Streufunktionen sind hier in rationa-
len Einheiten geschrieben: h=c=1. Mittels der
Ubersetzung

E m |4 (Z e?)
E  mec V. (Z,e"l\
h-c h h-c ﬁ-c)

konnen sie in tiblichen Einheiten dargestellt werden.

Mit den GIln. (3.8), fiir die alle Abkiirzungen
erklart sind, ist, wie Gl. (3.7) lehrt, der in Gl. (1.1)
eingefiihrte Streuoperator a(e’, e, §) fiir Elektronen-
streuung am exponentiell abgeschirmten Couroms-
Potential, Gl. (1.7), in 2. Bornscher Naherung als
elementare Funktion bekannt. Die Integraldarstellun-
gen Gln. (1.4) fiur die Relaxationskonstanten w,
w;; kénnen damit speziell formuliert werden. Die in
diesen Gleichungen auftretenden Bilinearformen aus
/@ und g® sind, weil /@ und g® nur die Z2-Nzhe-
rung der exakten Streufunktionen geben, konsistent
in Z3-Ndherung aufzuschreiben °.

Wir betrachten noch den Grenzfall des reinen
Couroms-Feldes. Fir 4— 0 werden die Morrschen
Streufunktionen der 2. Bornschen Niherung 2, g(®
im Imaginérteil singuldr, die in Gln. (1.4) enthalte-
nen Bilinearformen sind jedoch in konsistenter Z3-
Néherung regular.

Die mit 2=0 durch Gln. (3.8), (2.9), (2.10) dar-
gestellten Streufunktionen 2. Bornscher Niherung fiir
das reine Couroms-Feld stimmen nicht mit den von
Toprvcin 10 mitgeteilten und auch nicht mit den von
Sokovrov et al. 1! errechneten, rein reell angeschriebenen
Streufunktionen ,,2. Ndherung“ (bis Z2) iiberein, Soxo-
Lovs Streufunktionen sind mit den Realteilen der durch
die genannten Gleichungen gegebenen Streufunktionen
2. Born-Néherung identisch. Die von Toprvein behaup-
teten Ausdriicke fiir den iiber die Spinrichtungen des
einfallenden Teilchens gemittelten Wirkungsquerschnitt
do/dQ und fiir die PolarisationsgroBe D und der von
Sokorov erhaltene Wirkungsquerschnitt stimmen jedoch
mit den aus Gln. (3.8), (2.9), (2.10) in konsistenter

? Wegen ,,des* Entwicklungsparameters der Bornschen Reihe
siehe H. Mrrrer u. P. UrBaxn, Acta Phys. Austriaca 7, 311
[1953].

10 1. N. Toprvciy, Soviet Phys. — Zh. Eksperim. Teor. Fiz. 36,
340, 488 [1959].

Z3-Ndherung hergeleiteten Darstellungen iiberein. In
iiblichen Einheiten bei g=Z e?/h ¢ ist

do. =|f+lgl2= 1 ¢

dQ td k2 4(v/c)?sint O)2

% ] v C} . 6 :

'[1—(2) sin2’§ +qn ’6’511'12(1——511’1 2):,, (39)
3

D=illg" =gl 1=r 5

Gl. (3.9) ist zuerst von McKinLey und Fesusacu !2, Gl.
(3.10) zuerst von Mortr ® gegeben worden.
Morrt & hat fiir reines Couroms-Feld die Streafunk-

tionen f und g in der Form geschrieben

0 (0) =kf(6) = —iy F+G,

a,(0)=kg(O)=[iy(1+cosO) F
+ (1 —cos O) G]

_Ze Y1-pT
Y= e B

und fiir die Funktionen F und G Reihendarstellun-

gen mitgeteilt. Diese exakten Reihen hat SHErRMAN *

fur spezielle Parametervorgaben numerisch ausge-

wertet. Von den Ergebnissen SzErMANs werden

wir bei der Berechnung der Relaxationskonstanten

Gln. (1.4) ebenfalls Gebrauch machen (vgl. § 5).

(3.10)

(3.11)

_1
sin &’

§ 4. Numerische Spezifizierung des
Wechselwirkungspotentials

Das Wechselwirkungspotential, das wir der Be-
rechnung der Relaxationskonstanten eines Spingases
aus Elektronen, die an unregelmifig verteilten,
festen Zentren gestreut werden, zugrunde legen, wol-
len wir nun numerisch fixieren. Als Streuzentren zie-
hen wir die neutralen Atome der Elemente Alumi-
nium, Cadmium und Quecksilber in Betracht, geben
also fiir die Kernladungszahl alternativ die Werte
vor

Z=13; 48; 80.
11 A, A. Soxkorov, V. M. Aruryusyan u. R. M. Murapyan, Soviet

Phys. — Zh. Eksperim. Teor. Fiz. 36, 412, 594 [1959].
12 W.A.McKineey u. H.Fesusacr, Phys. Rev. 74,1759[1948].
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Das Streufeld eines neutralen Atoms soll, wie gesagt,
durch das einparametrig exponentiell abgeschirmte
Couroms-Potential dargestellt sein:

Vir)=— 2% exp(~ir). (4.1)
Die Abschirmkonstante 4 schreiben wir
27Z \% 2

hmpwde, h=4(25) N5, (4.2)

o ist die reziproke Tuomas-Fermi-Liangeneinheit 13,
Den Parameter u verfiigen wir alternativ zu

#=1,00; 1,163 1.,59; 1,80.

Warum gerade diese Werte gewihlt wurden, bleibt
zu sagen. — Fiur u=1,00 ist die Abschirmkon-
stante 4 gleich der reziproken THomas—Fermi-Langen-
einheit, fir u©=1,59 sind die Steigungen der Ab-
schirmfunktionen des modifizierten CouLoms-Poten-
tials Gl. (4.1) und des Tuomas—Fermi-Potentials 13,

VA 2
Vep(r) = = ““ (1),

fiir r— 0 gleich grof}. Tiefere Bedeutung kommt die-
sen beiden Wertevorgaben nicht zu. — Der Wert
1 =1,80 wurde von Nicam, SunxparesaNn und Wu 14
bei der in 2. Born-Niherung vorgenommenen Ana-
lyse der Strahlverbreiterung durch Mehrfachstreuung
beim Durchgang von 15,6-MeV-Elektronen durch
diinne Folien aus Gold und Beryllium als bester
Parameterfit gefunden. Nach Suxparesan !’ sollte
dieser u-Wert auch fiir Elektronengeschwindigkeiten
von f# ~ 0,6 noch ,ziemlich gut* sein. — Die viel-
leicht begriindetste Vorgabe der Abschirmkonstanten,
u=1,16, resultiert aus Formfaktortabellen; das be-
darf einer Erlduterung.

In 1. Borxscher Niherung ist der Streuoperator
zur Fourier-Transformierten v (K" —k) des Streu-
potentials V() proportional, siehe Gln. (2.5),
(2.7). Fir Elektronenstreuung am ruhenden, neutra-
len Atom vom Potential

(4.3)

5 i
Ver) = - 25t [ 2 ar
ist
, 2 Z—F(K—k
UF(k —k) == ze:;;- (k’(—k)2 ) (4.4)

Die Fourier-Transformierte F(k’—k) der Elek-

13 Sjehe z. B. P. Gomsas, Die statistische Theorie des Atoms
und ihre Anwendungen, Springer-Verlag, Wien 1949, § 3.

14 B. P. Nicam, M. K. Suxparesan u. Ta-You Wu, Phys. Rev.
115, 491 [1959].

15 M. K. Sunparesax, Phys. Rev. 118, 1072 [1960].
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tronendichte o(7),

F(K — k) = [o(r)exp{ —i(K — k) -1} dr,
wird als Atomformfaktor bezeichnet. — Bei Dar-
stellung des Atompotentials durch das exponentiell
abgeschirmte CouLoms-Potential, Gl. (4.1), anderer-
seits wird

’ &2 V4

v(k'—k) = — 272 224+ (K—k)2 *
Eine Justierung des Abschirmparameters 4 an der
Elektronenverteilung o(7) des Atoms via Atomform-
faktor kann erfolgen, wenn die Ausdriicke Gln. (4.4)
und (4.5) miteinander verkniipft werden. Nun lie-
gen in 1. Born-Néherung fiir 2 <k die Maxima der
Integranden von w,, wy, Wy, g, alle bei dem-
selben Wert des Arguments |k’ — k|,

l k’— k lMﬂK: (2 k sin @/2))[“ = V3 2 M (46)

fiir diesen Wert von | k" — k | wurden die Ausdriicke
Gln. (4.4) und (4.5) einander gleichgesetzt. Unter
graphischer Interpolation publizierter Formfaktor-
tabellen konnte aus der so erhaltenen Gleichung 1
bestimmt werden. Fiir das neutrale Aluminiumatom
wurden dabei die aus der Interpolation bekannter
Hartree-Dichten gewonnenen Formfaktorwerte von
Parry 1 und die bei Zugrundelegung geeigneter
Elektronenwellenfunktionen errechneten Werte von
Tomue und Stam !7 herangezogen; fiir das neutrale
Cadmium- und Quecksilberatom fanden die auf der
Basis der Tromas—Fermi-Dirac-Elektronendichte er-
mittelten Formfaktoren von Tromas und Uwmepa 18
Verwendung. — Die so erhaltenen Werte fiir den
Abschirmparameter schwankten von 1,13 bis 1,17.
Als Mittelwert fixierten wir u=1,16. —

Aufler dem durch Gl. (4.1) gegebenen, einpara-
metrig exponentiell abgeschirmten Couroms-Poten-
tial legen wir unseren Berechnungen als Potential
des neutralen Atoms noch das Tnomas—Fermi-Poten-
tial und das fir Z =80 verfiighare HarrreE-Poten-
tial zugrunde, und zwar benutzen wir analytische
Approximationen dieser Potentiale durch Exponen-
tialterme.

Die Tnomas—Fermi-Funktion ¢ (z) hat Rozenrar1?
wie folgt analytisch angenihert (z=4y'r) :
<p(:c) =0’255.e—0,246x+0,581.e—-0.947z

+0,164-¢43%2

(4.5)

(4.7)

16 G. S. Parry, Act. Cryst. 8, 593 [1955].

17 Y. Towmie u. C. H. Stam, Act. Cryst. 11, 126 [1958].

18 L. H. Toomas u. K. Umepa, J. Chem. Phys. 26, 293 [1957].
19 S. Rozenraw, Z. Phys. 98, 742 [1936].
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Diese Darstellung soll nach Rozentar im Bereich
0 < 2 £ 10 gelten; sie kann aber im Fourier-Inte-
gral des THomas—FErm1-Potentials als fiir alle 2-Werte
gliltig angesehen werden.

Eine analytische Approximation des HARTREE-
Feldes fiir das neutrale Quecksilberatom hat Byarr 20
vorgeschlagen:

80 ¢*

V(r) — = _ [0,19.6—0,2571 +O’56.e—0,779z

4+0,25-¢3162], (4.8)

Dieser Ausdruck soll das numerisch bekannte Hawr-
trEE-Feld innerhalb desjenigen z-Bereichs, in dem
die eckige Klammer grofler als etwa 0,01 ist, bis auf
einen Fehler von etwa 5% oder besser wiedergeben.

Weil nur in 1. Bornscher Naherung der Streu-
operator linear im Streupotential ist, konnen wir mit
der in § 2 geleisteten Vorarbeit die Streuung an den
Potentialen GIn. (4.3), (4.7) und (4.8) nur in
1. Born-Niherung berechnen. Um den Beitrag
2. Born-Ndherung in Rechnung zu stellen, miilten
wir fiir gemischte Glieder v;(k"—q) -v;(q — k) das
Integral in Gl. (2.5) 16sen. Der analytische Aufwand,
den die Darstellung der Relaxationskonstanten w,
w;; in 2. Born-Naherung bei Vorgabe mehrgliedriger
Potentialausdriicke erfordert, wurde von uns als
numerisch letztlich nicht recht lohnend angesehen
(vgl. §5).

§ 5. Rechenverfahren zur Bestimmung der
Relaxationskonstanten

Die bisherigen Bemithungen zur Erledigung der
in § 1 erlduterten Aufgabe bestanden darin, fiir das
spezielle Streupotential Gl. (1.7) den Streuoperator
a(e’,e,s) in 2.Born-Niherung herzuleiten. Nicht
fir alle in § 4 vorgegebenen Werte Z=13; 48; 80
der Kernladungszahl der streuenden neutralen Atome
ist nun aber der Entwicklungsparameter f~1-Z/137
der ,,ungiinstigsten Terme“ der Bornschen Reihe so
klein gegeniiber 1 (1. c.?), da3 die 2. Bornsche Nahe-
rung die Streuung selbst von schnellen Elektronen
bereits hinreichend genau wiederzugeben verméchte.
Wir sind darum gezwungen, uns nicht allein auf
diese Naherung zu verlassen. — Nun sind ja nach
einem heuristischen Argument 2! merkliche Abwei-
chungen von der reinen CouLoms-Streuung bei dem
von uns zugrunde gelegten exponentiell abgeschirm-

20 V. J. Byart, Phys. Rev. 104, 1298 [1956].
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ten CouLoms-Potential nur fiir Streuwinkel zu erwar-
ten, die von der GréBenordnung 4/k oder kleiner
sind, vgl. auch Gl. (4.6); der Quotient aus Ab-
schirmkonstante und Wellenzahl ist gemall unseren
folgenden Vorgaben < 0,1. Andererseits ist die
Bornsche Niherung fiir entsprechend kleine Streu-
winkel noch eine gute Néherung, wenn sie bei der
Beschreibung der Weitwinkelstreuung bereits ver-
sagt 2. Diese Verhaltnisse legen es nahe, gegebenen-
falls die in Born-Niherung berechneten Streufunk-
tionen des abgeschirmten Couroms-Feldes nur im
Kleinwinkelbereich zu benutzen und fir grofere
Streuwinkel eine zuverlédssige Darstellung der Streu-
funktionen des reinen Couroms-Feldes, wie sie die
Tabellen von Suerman ¢ geben, heranzuziehen. Dieses
Verfahren gibt selbst fiir hohe Ordnungszahlen der
streuenden Atome eine brauchbare Grundlage zur
Berechnung der Relaxationskonstanten. Wir wollen
das an Hand einiger Ergebnisse einer numerischen
Analyse im einzelnen erldutern und die Methodik
der Auswertung der Integraldarstellungen fiir w,,
w;; mitteilen.

Wir fixieren zunachst die Elektronengeschwindig-
keiten, die wir zugrunde legen wollen, und richten
dies so ein, daf} bei Beachtung der in § 4 vorgegebe-
nen Werte der Abschirmkonstanten 1 der Quotient
4/k durchweg < 0,1 ist. Nur wenn A/ klein gegen-
iiber 1 ist, die Streuung also bis auf den Klein-
winkelbereich als ,,Kernstreuung“ apostrophiert wer-
den kann, ist ja eine Darstellung des Atomfeldes
durch das exponentiell abgeschirmte Couroms-Feld
verniinftig. Erfolgt die Streuung tiberwiegend in der
Elektronenhiille, wird besser ein Atompotential in
Betracht gezogen, das die Feldverhiltnisse in der
Hiille genauer beschreibt. — Wir verfiigen also

(B=v/c):
Z=13: B=04: ... 0,9
Z=48: f=0,5; ... 0,9; Schrittweite: (0,1).
Z-80: f=0,6; ... 09

Die Frage, inwieweit fiir unsere Vorgaben von
Potentialstirke und Teilchengeschwindigkeit die
Borxsche Niherung Giiltigkeit beanspruchen darf,
haben wir in Betrachtung des reinen Couroms-Feldes
durch Vergleich der in Born-Niherung berechneten
Integranden I, I;; der Relaxationskonstanten w,,
®;; und der auf der Basis der Suerman-Tabellen be-
stimmten Integranden gepriift. Aus diesem Test er-

2l Siehe z. B. N. F. Morr u. H. S. W. Massey, The Theory of
Atomic Collisions, Oxford University Press, London 1949,
S. 126, 191.
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gaben sich Folgerungen iiber die Verwendbarkeit der
Born-Niherung — auch fiir abgeschirmtes CouLoms-
Feld (vgl. Absatz 1) — die wir der Festsetzung der
Rechenverfahren zur Bestimmung der Relaxations-
konstanten jeweils zugrunde legten. — Wir wollen
uns zunichst nur fiir die Relaxationskonstanten w,,
W4y, Wgy, Wy, interessieren. w;, bedarf einer ge-
sonderten Betrachtung, die abschlieBend gegeben
werden soll.

Z=13

Fiir das reine Couvroms-Feld ist im Geschwindigkeits-
bereich 0,4 < 8 < 0,9 und Streuwinkelbereich 15° <
0 < 150° die groBte relative Abweichung der in 2.
Boryx-Niherung berechneten Integranden Iy, Iy, Iy3,
I3, von den mittels der Smerman-Tabellen bestimmten
Integrandenwerten kleiner als 3%. Die relativen Ab-
weichungen | AI/I| wachsen zwar nicht durchweg, je-
doch fiir groBere Streuwinkel monoton mit dem Winkel
an und sind an der oberen Grenze des genannten Win-
kelbereichs am grofiten. Dort aber sind die Integranden,
die durchweg mit wachsendem Streuwinkel monoton fal-
len, am kleinsten!

Fiir das einparametrig exponentiell abgeschirmte
Couroms-Feld betragt der Beitrag derjenigen Streu-
winkel, bei denen fiir das Couvroms-Feld | AI/I| groBer
als 1% ist, zum Integral iiber alle Winkel héchstens
25%. — Der Beitrag der 2. Born-Niherung zum Inte-
gral iiber alle Winkel ist kleiner als 5% des Beitrags
der 1. Born-Néherung, was ebenfalls auf Brauchbarkeit
der Bornschen Naherung hindeutet.

Folgerung: Fir Z=13 ist im Geschwindigkeits-
bereich 0,4 < 8 <0,9 die 2.Bornsche Niherung
eine hinreichend genaue Approximation zur Berech-
nung der Relaxationskonstanten wg, wy, Wgg, Wy .
Sie wird im gesamten Winkelbereich 0 < 6 < 180°

allein zugrunde gelegt.
Z=48

Fiir das reine Couroms-Feld ist im Geschwindigkeits-
bereich 0,5 < 8 <0,9 beim Streuwinkel ©@=15° die
grolte Abweichung der in 2. Born-Ndherung errechne-
ten Integranden I, Iy, I3, I35 von den Suerman-Wer-
ten 2,6%. Die 2. Born-Niherung gibt speziell unter
diesen Bedingungen genauere Aussagen als die erste.
Fiir groBle Streuwinkel ist die Bors-Néherung ziemlich
schlecht, | 4I/1|=220%.

Fiir das exponentiell abgeschirmte Couroms-Feld lie-
gen gemdll unseren Vorgaben des Abschirmparameters
und der Teilchengeschwindigkeit die Integranden-
maxima bei Streuwinkeln < 9°,

Folgerung: Fiir Z=48 wird zur Berechnung der
Relaxationskonstanten w,, w, ws, g, die
2. Bornsche Naherung der Streufunktionen des ab-

22 Sjehe z. B. F. A. WiLLers, Methoden der praktischen Ana-
lysis, de Gruyter Verlag, Berlin 1957, §§ 15, 16.
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geschirmten Couroms-Feldes nur im Streuwinkel-
bereich 0 < © < 15° herangezogen. Fiir Streuwin-
kel ®>15°, d. h. ab 30°, werden die im 15°-Raster
gegebenen Suerman-Tabellen der Streufunktionen
des reinen Couroms-Feldes zugrunde gelegt.

Z =380

Im Fall des reinen CouLoms-Feldes ist im betrachte-
ten Geschwindigkeitsbereich 0,6 < § < 0,9 speziell fiir
den Streuwinkel ©=15° laut Vergleich mit den Suggr-
max-Werten die erste Bornsche Nidherung besser als
die zweite. Der Beitrag 2. Naherung verbessert die
Genauigkeit erst bei groferen Streuwinkeln. Fiir
©=15° betrigt die maximale Abweichung der in 1.
Borx-Ndherung berechneten Integranden I,, Iy, I3,
I, von den Werten nach Suerman 10%.

Fiir das exponentiell abgeschirmte Couroms-Feld lie-
gen die Maxima der Integranden bei Streuwinkeln
<9°

Folgerung: Fiir Z=80 wird zur Berechnung ge-
nannten Relaxationskonstanten die 1. Bornsche Nahe-
rung der Streufunktionen des abgeschirmten Cou-
Loms-Feldes im Winkelbereich 0 < 0 < 15° zu-
grunde gelegt. Fiir Streuwinkel > 157 finden die
SuermaN- Werte der Streufunktionen des reinen
Couroms-Feldes Verwendung.

Wir erldutern nun das Integrationsverfahren, das
wir zur Bestimmung von w,, wyy, Wsg w4 heran-
ziehen. Die Berechnung der Integrale Gln. (1.4) fiir
die Relaxationskonstanten erfolgt durchweg nume-
risch. — In Born-Naherung sind die Integranden
analytisch bekannt, siehe Gln. (3.8), so dal} die
Intervalldnge fiir numerische Integration nach Be-
lieben vorgegeben werden kann. Die Quadratur wird
nach Gauss mittels der 3-Punkte-Mittelwertformel
vorgenommen 22:

+h

2h =
[ 1@ az= 22 1550~ 5v150)
—h
+81(0) +5f(+4V15h)].

Die Intervalleinteilung des Streuwinkelbereiches ist:
0(1°/4)2°,2°(1°/2)16°, 16°(1°)60°, 60°(2°)180°;
in Klammern ist jeweils die Intervalldnge 2 h im be-
treffenden Teilbereich angegeben. Die Genauigkeit
dieser Integration ist erheblich; der Fehler beein-
flult unsere vierziffrig aufgeschriebenen Ergebnisse
bei weitem nicht!

Bei Riickgriff auf die SmErman-Werte der Streu-
funktionen des reinen Couroms-Feldes sind die Inte-
granden in den Darstellungen der Relaxationskon-
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stanten, siehe GIn. (1.4), (3.11), fir Streuwinkel
>15° nur im 15°-Raster bekannt: 15°(15°)180°.
Hier werden andere Quadraturformeln verwendet 22,
und zwar in den Bereichen

15°(15°)105°: die WeppLEsche Regel,

at6h

[ 1@ dz= % [f(a) +5f(a+h) +f(a+2h)

+6f(a+3h)+fla+4h)+5f(a+5h)
+fla+6h)],
105°(15°)165°: die 5-Punkte-CotEs-Formel,

at+dh
[ 1) dz= 30 (7/(@) +32 f(a+1)

a

+12f(a+2h) +32f(a+3h) +Tf(a+4h)],

165°(15°)180°: die Trapez-Regel,
ath

[1@ dz=5 (@) +fla+h)].

Diese Kombination von Quadraturformeln wurde in
numerischen Priifungen als fiir unsere Berechnungen
recht giinstig herausgefunden. Der relative Fehler in
der Bestimmung eines von 15° bis 180° erstreckten
Integrals iiber 1y, Iy, , I35, I3, kann zu < 0,4% an-
gegeben werden.

Es verbleibt zu sagen, wie die Relaxationskon-
stante w;, , die durch die Mort-Polarisation der Teil-
chen bei der Streuung bestimmt ist, numerisch er-
mittelt werden soll. Da fiir ein Zentralpotential V' (r)
die Fourier-Transformierte v(k’— k) reell ist und
damit der Streuoperator 1. Bornscher Naherung eine
reelle Funktion darstellt, wird die Teilchenpolarisa-
tion frithestens von der 2. Bornschen Naherung aus-
gesagt 23, Daf} diese Aussage dann bereits eine gute
Naherung ist, darf wohl nur unter giinstigsten Kon-
vergenzbedingungen der Born-Reihe erwartet wer-
den. In der Tat erweist sich, wie ein Vergleich der
2. Borx-Néaherung und der Suerman-Werte der
Streufunktionen des reinen Couroms-Feldes lehrt, die
2. Born-Néherung bei unseren Vorgaben von Z und
f zur Bestimmung der Morr-Polarisation nicht als
brauchbar. Sie gibt zwar fir Z=13 im ganzen
Winkelbereich 0 < © < 180° ein qualitativ rich-
tiges Bild, fiir Z=48 und Z =280 aber stimmt bei

23 Die bei der Streuung aufgenommene mittlere Polarisation
eines Teilchens ist

S(0)=D/(do/dQ) =i(fg*—g ) /(| f*+]g[®.
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kleinen Streuwinkeln nicht einmal dieses qualitative
Bild (Vorzeichenumkehr!).

Der Berechnung der Relaxationskonstante w;,
legen wir ausschlieBlich die von Smerman 4 vertafel-
ten Werte der Streufunktionen des reinen Couroms-
Feldes zugrunde. Die Integrandenwerte /,,(©) von
w;, sind damit fiir Streuwinkel > 15° im 15°-Ra-
ster bekannt. Wir ergénzen sie durch 7,5, (6 =0) =0,
was aus a; (60 =0) =0 folgt, vergleiche Anhang. Die
erforderliche Quadratur wird unter trigonometri-
scher Interpolation dieser Integrandenwerte durch-
gefiihrt (1. c. 22, § 24).

Bei unserer Bestimmung von w;, wird angenom-
men, daf} die Abschirmung des CourLoms-Feldes prak-
tisch keinen EinfluB auf die Motr-Polarisation
schneller Elektronen hat. Nach Tassie?* trifft dies
bei hoher Ordnungszahl der Streuer (Z = 80) fiir die
Teilchengeschwindigkeit f=0,6 nur bei groflen
Streuwinkeln (= 90°) zu! Als DifferenzgroBe ist
die Polarisationsgrole D=i(fg* —gf*) empfind-
licher gegeniiber Abschirmeinfliissen als beispiels-
weise der iiber die Spinrichtungen gemittelte Wir-
kungsquerschnitt (|f2+|g[?). Der von uns hier
vernachlassigte Abschirmeffekt bringt gewisse Un-
sicherheit in die Berechnung von w;,. Als GroBen-
ordnungsangaben jedoch sollten die von uns ermittel-
ten Werte von wy, richtig sein.

§ 6. Ergebnisse

Fir das Spingas von schnellen Elektronen, die an
unregelmaflig verteilten, ruhenden, neutralen Ato-
men elastisch gestreut werden, waren die Relaxa-
tionskonstanten numerisch zu bestimmen. Unter den
in §§ 4, 5 entwickelten Direktiven haben wir diese
Aufgabe durchgefiihrt. Wir teilen nun die Ergeb-
nisse mit, schreiben aber nicht die Relaxations-
konstanten w,, w;; selbst, sondern die Weglén-
gen ly, l;; an, die deren Reziproken proportional
sind, siehe Gln. (1.5), (1.6). Die Wegldangen stehen
der Anschauung etwas naher! In der Tabelle 1 sind
fir drei Ordnungszahlen der Streuer die Relaxa-
tions-Wegldngen in Abhingigkeit von der Elek-
tronengeschwindigkeit f=v/c und vom Abschirm-
parameter u, siehe Gln. (4.1), (4.2), aufgefihrt.
TF in der Spalte fir « bezeichnet das THomas—FErmI-

24 1. J. Tasstg, Phys. Rev. 107, 1452 [1957] ; vgl. auch C. B.
O. Mongr u. L. J. Tassig, Proc. Phys. Soc., Lond. A 67, 711
[1954].
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Tab. 1 a. Streuung schneller Elektronen an neutralen Aluminiumatomen (Z

Tab. 1 b. Streuung schneller Elektronen an neutralen Cadmiumatomen (Z
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Tab. 1 c. Streuung schneller Elektronen an neutralen Quecksilberatomen (Z=80). Sonstiges wie bei Tab. 1 a.

Feld, siehe GIn. (4.3), (4.7), H das Hartree-Feld,
Gl. (4.8). Die Relaxations-Wegldngen sind in Zenti-
meter gegeben, es bedeutet:

(6.1)

Zugrunde gelegt wurden, hier konsistent dreiziffrig
gerundet, die Massendichten ¢, in g-cm™3, und re-
lativen Atommassen M :

zEy=2-10"% cm.

Z=13, Al: o= 2,70; M= 27,0;
Z=48,Cd: o= 8,65; M=112 ;
Z=80,Hg: 0=13,5 ; M=201

Werte fiir Fundamentalkonstanten wurden dem Ar-
tikel von Conex und DuMoxp 23 entnommen.

Zur Durchfithrung unserer Rechnungen wurden
elektronische Rechenmaschinen herangezogen; zum
weitaus grofleren Teil wurde die ,,JBM 704, zum
kleineren Teil die ,,Siemens 2002 benutzt.

Bei Durchmusterung der fir die Relaxations-Weg-
langen [, , [;; gegebenen Werte-Tabellen fallt zunachst
rein formal auf, dal fir ly;, {3, (und /;,) die an-
gegebenen Stellenzahlen mitunter kleiner sind als fiir
die iibrigen Weglidngen. Das hat folgende Griinde.
Die Relaxationskonstanten w, , w;; wurden zwar alle
mit gleicher Stellenzahl konsistent berechnet, doch

%5 E.R. Couex u. J. W. M. DuMox~p, The Fundamental Con-
stants in Atomic Physics in Fricees Handbuch der Physik,
Bd. 35, Teil 1, Verlag Springer, Berlin 1957.

der Nenner von l3; und Iy, ist die kleine Differenz
zweier grofler Zahlen und reduziert somit die Ge-
nauigkeit der Kenntnis von I3, I3, gegeniiber den
Relaxationskonstanten w,5 , wg, . Die Stellenzahl von
l,» andererseits haben wir aus den in § 5 erwihnten
Griinden geringer angeschrieben als die von [, [,
5, . — Natiirlich konnen — allgemein gesagt — bei
Verwendung der kombinierten Auswertungsmethode
rein formal gesehen unsere Ergebnisse nicht genauer
sein als es die SHErmaNschen Streufunktionen sind;
Suerman ¢ gibt drei Ziffern an! Fir Z=13 aber
lohnt sich die Angabe einer 4. Ziffer der Relaxations-
Weglingen, tiber die wir verfiigen, wegen der Ge-
nauigkeitsgrenze der hier allein zugrunde gelegten
2. Bornschen Ndherung nicht.

Die Genauigkeit der hier mitgeteilten Relaxations-
Wegléngen [, , [;; ist gemaf Gln. (1.6) bekannt, wenn
die der Relaxationskonstanten w,, w;; gegeben ist.
Fir Z =13 dirften — auller fiir das Tnomas—FEermI-
Feld, vgl. unten — w,, wy;, wgy, wy, bis auf etwa
2% Fehler genau ermittelt sein. Fiir Z=48 und
Z =80 mochten wir diesen Relaxationskonstanten
eine Genauigkeit bis auf einige Prozent Fehler zu-
muten. Um mit einer einzigen Zahl die Genauigkeit
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von ly, Ly . 35, l34 pauschal zu charakterisieren, wol-
len wir sagen: etwa 5% Fehler — sofern die an-
geschriebene Stellenzahl (l,5, l5,) keine grolere Un-
genauigkeit bedingt. — Der angegebene Wert von
l;> besitzt die Bedeutung einer GroBenordnungs-
angabe. (Der reine Quadraturfehler in unserer Be-
stimmung von [;, bzw. w,, betrigt vielleicht 5% fir
Z =48 und Z — 80 und ist fiir Z =13 kleiner.)

Die Abhangigkeit der Relaxations-Wegliangen vom
Abschirmparameter ist, wie Tab. 1 lehrt, im vor-
gegebenen Wertebereich der Teilchengeschwindigkeit
und der Abschirmkonstanten nicht sehr erheblich.
Die fiir «=1,00 und x«=1,80 errechneten Relaxa-
tions-Wegliangen weichen um etwa 207 voneinander
ab; letztere sind, weil das Potential schwacher ist,
natiirlich gréfer. Tuomas—Fermi-Feld und HArRTREE-
feld liefern innerhalb der Fehlergrenze tibereinstim-
mende Relaxations-Wegldngen. — Am Tromas—
Fermi-Feld justiert wurde der Wert 1« = 1,16 des Ab-
schirmparameters fiir das exponentiell abgeschirmte
Couroms-Feld, siehe § 4. Die sehr gute Uberein-
stimmung der fiir diese beiden Potentialvorgaben be-
rechneten Relaxations-Weglidngen im Fall Z=13
tauscht etwas. Fir das exponentiell abgeschirmte Po-
tential wurde bei Z=13 ja die 2. Born-Naherung,
fiir das Tuomas—Fermi-Potential nur die 1. Borx-
Néherung zur Berechnung von wg,, wy, w5, Wy
zugrunde gelegt, siehe § 5. Der Beitrag der 2. Borx-
Nédherung zu den Werten dieser Relaxationskon-
stanten betriigt fiir «=1,16 im ungiinstigsten Fall
+3,3% des Beitrags der 1.Born-Niherung. Fiir
das Tuomas-Fermi-Feld sollten die Relaxations-Weg-
langen, wenn die 2. Born-Néherung in Anschlag ge-
bracht wiirde, also etwa 3% kleiner sein als die an-
gegebenen Werte; das ist beim Vergleich zu bertick-
sichtigen. Der Abschirmparameter, der jeweils die
gleiche Relaxationsldnge wie zugrunde gelegtes THo-
Mas—FEermi-Potential gibt, liegt gemdll Tab. 1 ¢ zwi-
schen «=1,16 und u=1,00.

Wir vergleichen noch die hier errechneten Relaxa-
tions-Wegldngen, soweit dies moglich ist, mit den
von Berne, Rost und Swrrs 26 fiir die freie Weglidnge
elastisch gestreuter (skalarer) Elektronen gegebenen
Werten. Die Werte von Berae, Rose, Smita fiir /y,
sind um den Faktor 2 bis 3 grofler als unsere Werte.
Jene Autoren benutzen die Kleinwinkelnaherung,
wodurch sie zuniichst einen Faktor 1/2 im allgemei-
nen Ausdruck fiir [;; verlieren, und behandeln das

26 H. A. Betng, M. E. Rose u. L. P. Smits, Proc. Amer. Phil.
Soc. 78, 573 [1938].
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Abschirmproblem, indem sie einfach das Couroms-

Feld zu kleinen Winkeln hin bei

Z's me*
6- E Rk
abschneiden, vgl. hierzu Gln. (4.1), (4.2).

(6.2)

§ 7. Die Ausbreitung eines Elektronenstrahls

Die Ausbreitung eines breiten, senkrecht auf eine
dicke Schicht treffenden Strahls von Spin-1/2-Teil-
chen ist von Warpmann 3" studiert worden. Im Inne-
ren der Streufolie, weit weg von deren Oberfldache
(e#(17) > e=*d=) d — Schichtdicke), klingen die
Spindichten praktisch exponentiell mit der Eindring-
tiefe (x) des Strahls ab. Die Abklingkonstanten x;
und »; von Longitudinal- und Transversalspindichte
sind durch Relaxations-Weglidngen gegeben:

3 4

ol 1/10133 JEN R

Fir die Diffusion schneller Elektronen haben wir
numerische Werte von 1/%; und 1/#; in den Tabel-
len 2 und 3 zusammengestellt. Als Streupotential zu-
grunde gelegt wurde diesen Werten das exponentiell
abgeschirmte Couroms-Potential mit dem Abschirm-
parameter 4 =1,16 /,, vgl. Gln. (4.1), (4.2).

B | z=13 =48 Z =80
04 5 ~-10°3

05 86 -103 6 -10-4

06  1,40-10-2 1,1 -10-3  3,7-10~4
07  242-1072 21 -103  7,2-10~4
08  471-1072 42 -103  1,6-103
09 1,32-101  1.28-102  4,6-10-3

Tab. 2. Abklinglidnge 1/x] (in cm) der Longitudinalspindichte
schneller Elektronen in Abhangigkeit von deren Geschwindig-
keit f=uv/c und der Ordnungszahl Z der Streuer.

B Z=13 Z =48 7 =80
04 6 -10°3

05 98 108 6 -10-

06 152-102 12 -103  3,8-104
07 246-102 2,0 103  7,0-104
08  428-102 37 -103  14-103
09  939-102 1,20-10~2  3,1-10-3

Tab. 3. Abklinglinge 1/xt (in cm) der Transversalspindichte
schneller Elektronen in Abhéngigkeit von deren Geschwindig-
keit f/=v/c und der Ordnungszahl Z der Streuer.

Wir wollen noch die Lésung des Diffusionsproblems
in Form von Groflenordnungsbeziehungen anschrei-
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ben. Auf Grund der Tabellen 1, 2 und 3 bestehen die
Relationen
Lisfliy 21072,

PE A

Wir fragen speziell nach dem Verhalten des Strahls
bei Austritt aus der Folie: z=d. Fiir dicke Schich-

ten, e*¢ > e * 4, gilt

n(l)gd_l*_l} N, n® ~ NS, e *1,
11

jzV~ v, pACT-— S [T B
j@~ —1072 jz(l): j2(2): ]-y(4),

]'I(3) ~ on®, jy(3) ~ ]'y(4),
B 10, j B g N 5, o 28,

N, S, und S, sind Teilchendichte, Longitudinal- und

Transversalspin der auf die Folie fallenden Teilchen;
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n und j beziehen sich auf die diffundierenden Teil-
chen: n® =Teilchendichte, n® = Helizititsdichte,
j@ = Teilchenstrom, j®, j®), j® = Azimutal-, Lon-
gitudinal-, Tranversalspindichte (bis auf Faktoren;
wegen der genauen Definitionen siehe WaLpmany 3°).
j-® und j.'¥) werden von der Morr-Polarisation bei
der Streuung der Teilchen bedingt; Teilchen, die
tangential aus der Folie austreten, sind transversal
polarisiert, siehe auch Warpmany und Kuparr 7.

Bei Vergleich mit Experimenten ist zu beachten,
daf} die hier mitgeteilten Relaxations-Wegldangen und
Abklingkonstanten allein fiir ein Spingas elastisch
gestreuter Elektronen gelten. Wie mehrfach erwéhnt,
liegt die Modellvorstellung elastischer Streuung der
Warpmansschen Diffusionstheorie fiir polarisierte
Spin-1/2-Teilchen zugrunde.

Anhang: Streuphasendarstellung der Relaxationskonstanten

Fiir Dirac-Teilchen, die an einem Zentralpotential gestreut werden, lautet der Streuoperator in Morr-Dar-

stellung

Ay(e’,e,o?) =f(0) +ig(0O) (‘*'Xe).cp'

\sin ©

Die Streufunktionen f und g besitzen nach Morr 2 die Phasendarstellungen

1

aozku 9

S L) (expl2ion)
=0

1) +1(exp{2i 6%} —1)] P;(cos O),

a=kg= 21i ;1 [ —exp{2idY;} +exp{2i6%}] PY;(cos O);

dabei ist
d Py(cos ©)

PY(cos O) =sin O- Teca B

(1=1,2,...),

[P(1) =0, Py(1) =1].

P;(cos @) bezeichnet die LecenprEschen Polynome ?°. Fiir die Relaxationskonstanten w,, »;, Gl. (1.4),
konnen damit die Phasendarstellungen angeschrieben werden:

Wy =4aw Z (l+].) sin2(511——621+1), 5
=0

l
wy=4aw Zz(l+ 1) [sin?(6'; — 0%41) + 212+1 sin (01, — 0%) cos(8%;_1 4+ 0%, 1 — 6% — 0%) sin (6%, 1 — 04 _¢]],

e A0 10D
277y = 21+1
1(1+1) 2

sin((Sll = 621) {COS (2 611_1 = 6ll = 521) — COos (2 62l+1 == 611 = 621) } N

wyg=47w ; 2141 [sin® (01— 0%) +sin® (Y1 —0%,1)],

47 i+ . . 2
w34=’*{;2(i; 9741 Lsin® (64 —0%) —sin?(0Y_1—96%.1) 1.

27 L. Warpmaxy u. H.-D. Kuearr, Z. Naturforschg. 18 a, 86
[1963].

28 Siehe Morr—Massey, l.c.2!, S.76 (dort ist bezeichnet
oy=0d;, *1=06-7-1).

29 Vgl. Jannke—Empe, Tafeln hoherer Funktionen, Teubner
Verlag, Leipzig 1948.
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Wir notieren noch zwei Spezialisierungen:

1. In 1. Bornscher Niherung, 6/, < 1 fiir alle /, sind
die Streufunktionen linear in den Streuphasen,
ihre Bilinearformen dementsprechend bilinear.
Das heiflit w,, verschwindet, weil es von minde-
stens 3. Potenz in den Phasen ist.

2. Fiir skalare Teilchen ist 0';= 6%, also a; = k- g=0.
Es wird dann 0y =0y ,w5=0, wg3= — V2 wy,,
wie es gemdll Gl. (1.4) sein mul.

R.K.JOSHI AND S. C. SAXENA

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. L. Wavp-
many, darf ich fiir die Anregung dieser Arbeit und for-
dernde Kritik herzlich danken. — Herrn Prof. Dr. G. U.
ScuuBert danke ich dafiir, dal er die Voraussetzung
zur Durchfiihrung dieser Arbeit geschaffen hat. — Die
technische Abwicklung meines Rechenprogrammes auf
elektronischen Maschinen bei der IBM in Diisseldorf
und in Stuttgart sowie am Institut fiir Angewandte Ma-
thematik der Universitit Mainz hat Herr Dipl.-Math.
W. TuieLe iibernommen. Thm und den beteiligten Insti-
tuten danke ich. — Dem Bundesministerium fiir wis-
senschaftliche Forschung sage ich fiir finanzielle Unter-
stiitzung dieser Arbeit meinen verbindlichen Dank.

Simpler Formulae for the Chapman-Cowling Second Approximation
to the Thermal Diffusion Factor of Binary Gas Mixtures
By R. K. Josur and S. C. Saxexa

Physics Department, University of Rajasthan, Jaipur, India
(Z. Naturforschg. 19 a, 314—318 [1964] ; eingegangen am 30. Oktober 1963)

A scheme has been proposed for approximating the complicated second and higher Cuapman—
Cowrine approximation formulae for the thermal diffusion factor of a binary gas mixture. Expres-
sions have been reported for the second approximation and their accuracy investigated by perform-
ing numerical calculations for the systems Ar—Xe and He—Xe as a function of both temperature
and composition. These formulae have been further simplified by expressing them in the ascending
powers of M, the ratio of the molecular weight of the lighter component to the heavier component,
and neglecting all those terms which explicitly posses the power of M greater than two. The two
particular cases when either of the components is present in tracer amounts have also been in-

vestigated.

The complicated form and the poor convergence
of the higher approximations to the thermal dif-
fusion factor of a binary gas mixture, ar, accord-
ing to the formulation of Cuapman and Cowring!
has necessitated the development of suitable schemes
for simplifying rigorous expressions without any
appreciable loss of accuracy. One such scheme was
proposed and applied to the various types of mixtures
by Saxena and Dave?™4, and Saxena, Dave and Par-
pesHI °. This procedure involved the representation
of the ar expression in ascending powers of M, the
ratio of the mass of the lighter component (M,) to
the heavier component (M,), and neglect of all those
terms which contained the power of M greater than
two. An alternative procedure can be developed

1 S. Cuapman and T.G. Cowring, The Mathematical Theory
of Non-uniform Gases, Cambridge University Press, 1952.

2 S.C.Saxena and S.M. Dave, Rev. Mod. Phys. 33, 148

[1961].

S. C. Saxena and S. M. Dave, Mol. Phys. 6, 61 [1963].

4 S. C. Saxexa and S. M. Dave, Indian J. Phys. 37, 111
[1963].

c

based on the property that the diagonal elements of
the Cuapman-Cowring determinants are usually much
larger than the off-diagonal elements. An indication
that this scheme might prove successful for thermal
diffusion was obtained from the work of Saxexa and
Josur & 7. These workers found that the simplified
expressions of SAXENA et al. obtained according to
the first procedure are considerably improved if the
terms containing the product of two diagonal ele-
ments are also retained irrespective of their power
of M. In this paper we apply this criterion to simplify
the second approximation expression for the thermal
diffusion factor [ar],. It is important to note that
this particular procedure has proved very successful
for simplifying the second approximation expression

5 S. C. Saxena, S. M. Dave, and P. A. Parpesur, Canadian J.
Phys. 40, 1608 [1962].

6 S. C.Saxexa and R. K. Josni, Canadian J. Phys. 41, 207
[1963].

7 S. C. Saxena and R. K. Josmi, Indian J. Phys. 37, 235
[1963].



